Meécanique
Chapitre 2

Mouvements en coordonnées non cartésiennes

@ Coordonnées polaires y

. - 3 - Déplacement élémentaire
1 - Description des coordonnées

al = dzé, + dyé, + dz€. a connaitre
EZ = drée, +rdf e, a savoir retrouver (schéma)

50)

7
ol x , L d
——onendéduit v = —
di
2 - Vecteurs position, vitesse, accélération
OM=ré, — > Vet a 4 - Cas du mouvement circulaire
& _ b, - uniforme ou non
dt - savoir trouver la vitesse et I'accélération
dep 2
0 _ e,
dt 5 - Repeére de Fresnel

@ Coordonnées cylindriques

. j @ Coordonnées sphériques
1 - Description des coordonnées

1 - Description des coordonnées

2 - Vecteurs position, vitesse, accélération .
g A, g, ] veta 2 - Vecteurs position, vitesse, accélération
— fe; —— — —
a oo OM = ré, etpour Uetd —
dé‘g éﬂ /
— = —0¢
dt " 3 - Déplacement élémentaire
> = a savoir retrouver (schéma)
3 - Déplacement élémentaire
di = dré; + rdf ép+dz€, a savoir retrouver (schéma) T Cinématique (étude du mouvement

sans s'intéresser a ses causes)

l Dynamique (étude du mouvement

@ Application : le pendule simple provoqué par I'action des forces)

Equation du mouvement
Approximation linéaire
Résolution

Ce qgu’il faut connaitre

(cours : 1)

»; Reéaliser un schéma avec les coordonnées polaires. Comment s’exprime OM 7 Quelles sont les coordonnées d’un point
M ? Quels sont les domaines de variations de ces coordonnées ?

de, dey
»> Comment s’expriment et —7
2 P a

»3 Quelle est la définition d’'un mouvement circulaire uniforme ? Et circulaire non uniforme ?

», Pour une trajectoire plane, vers quel lieu le vecteur accélération pointe-t-il ?
(cours : 1)

»; Réaliser un schéma avec les coordonnées cylindriques. Comment s’exprime OM 7 Quelles sont les coordonnées d’un
point M 7 Quels sont les domaines de variations de ces coordonnées ?
€, déy
"ot — 7
dt dt

»; Comment s’expriment

(cours : 11I)
»; Réaliser un schéma avec les coordonnées sphériques (faisant apparaitre les vecteurs de la base locale). Comment
s’exprime OM 7 Quelles sont les coordonnées d’un point M ? Quels sont les domaines de variation de ces coordonnées ?

Mécanique chapitre 2 1/12 Raoul Follereau | PTSI | 2022-2023



Ce qu'il faut savoir faire

>3

Exercices de cours

(cours : I et I1)

Etablir les composantes des vecteurs position, vitesse et accélération dans un repére polaire (cours partie I) ou

cylindrique (cours partie II). — EC2, EC2bis
Exprimer & partir d’'un schéma I’expression du déplacement élémentaire 5 en coordonnées cartésiennes, polaires ou
cylindriques. En déduire ’expression du vecteur vitesse. cours 1.3 et I1.3

Cas particulier du mouvement circulaire (uniforme ou non) : savoir retrouver les expressions des vecteurs vitesse et
accélération ; identifier les liens entre rayon de la trajectoire, norme de la vitesse, sa dérivée, et les composantes de
l’accélération. — EC3, TD II

(cours : 1V)
Savoir mener ’étude du pendule simple a I’aide du principe fondamental de la dynamique (en coordonnées polaires) :
établir ’équation du mouvement, faire ’approximation linéaire pour se ramener au cadre de I'oscillateur harmonique,
résoudre 1’équation. — EC4

YA
Exercice C1 — Coordonnées polaires

1 - Pour chaque point M du schéma, dessiner les vecteurs

de la base €, et €.

. .. . X

2 - Quelle est 'expression du vecteur position en fonction M. XM

des vecteurs de la base polaire et des coordonnées po-

laires ? 10
3 - Etablir 'expression des vecteurs €, et & en fonction de O T

€y, €y et 0.

M., *
Correction
YA
1 - Cf ci-contre. €y s .
€y e,
. —~ iR
2 - On a toujours OM = r €. M. .
“’\:’: P M

3 - Faire un schéma pour voir les projections. €y /\QY ________

On obtient €, = cosf ey + sinf e, //\ ” \\9 >

B o B NS S z
et € = —sinb €, + cosf €. €g
M; é.

Exercice C2 — Coordonnées polaires : vitesse et accélération

On se place dans un repére en coordonnées cartésiennes a deux dimensions (dans un plan).

1-

2.

Faire un schéma du repére. Placer un point M.

—

. =77 -
Donner les expressions des vecteurs OM, v et a.

On ajoute un repére en coordonnées polaires.

3 -

4 -

5 -

Faire apparaitre les vecteurs €, et €y au point M, la distance r et ’angle 6.

dé, dé,
D’aprés le cours, que valent les dérivées dtr et d—te ?

—

. . = o R .
En déduire les expressions des vecteurs OM, U et @ dans le repére polaire.
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Correction

Y
1 - Cf ci-contre. XM,
H = —
2 - — position OM = xé, + yé,, €o €r
— vitesse U = &€, + Y&y, M,* N
— accélération d = Ze, + jj€y. T
z
3 - Cf ci-contre. % 0 >
x
4299 gy e Y9 _ g
- = 0éy et — = —0é,.
dt O A r
M.*
e
5 - On part de OM = r €, et on dérive pour avoir
., dOM
v=——
dt
dr e,
dt
. de,
=ré.+r
" dt
v=r 57 + Tégg.
Pour avoir ’accélération on dérive a nouveau :
L dv
a=—
dt
_ dr e, n dréeéy
dt dt

=i &, + 1 08y + 108y + 1oy — rode,

= i€ + 2708y + 1O, — rb3¢,

@= (i —r62)&, + (20 + r6)éy.

Exercice C2bis — Coordonnées cylindriques : vitesse et accélération

On se place dans un repére en coordonnées cylindriques.

1 - Faire un schéma permettant de représenter ces coordonnées. En particulier faire apparaitre les vecteurs €., €y et €,

au point M, les distances 7 et z, et 'angle 6.
de,. dey @ de,

- ?
at ' dar ot

2 - Que valent les dérivées

——
3 - En déduire les expressions des vecteurs OM, ¥/ et @ dans le repére cylindrique.

Correction

1 - Cf schéma du cours.

dé, .. déy .. dé.
-y et =

2

S
3 - On part de |OM =re, + z €, | et on dérive pour avoir

. doM
YT Tar

dre. ..

= a +ze,

—

- de, .
:’/‘67-—|—’I”E+Z€Z

7=, + b, + 2 2.
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Pour avoir 'accélération on dérive a nouveau :

. v
“Ta
_diré, | drfép + 2é.
~ T " dt

=€ + 708y + 108y + rbcy — r0bE, + 3 €,

= 6, + 210¢y + rfey — r%¢, + 3 ¢,

i = (i — r0%)e, + (2760 + rf)ey + 3 ¢..

Exercice C3 — Mouvement circulaire uniforme

On considére un point M en mouvement circulaire uniforme, de rayon R, autour d’un centre O.
1 - Choisir un repére adapté a I’étude du probléme. Faire un schéma.
2 - Exprimer le vecteur position, vitesse et accélération dans le repére de coordonnées polaires.

3 - Exprimer le vecteur accélération en fonction de |||, R et €, seulement.

Correction

YA

sens du mouvement

. N & €y
1 - Cf ci-contre : repére dont le centre O est le centre du cercle. .
_r==" M
2@ _*g K
O M=o

2 - Avec ce choix de repére, la coordonnée r(t) = R est constante.

On a O—J\Z/ =ré, = Re,.

En dérivant : m
En dérivant : @ = ROEy — RO?E,.

Mais attention, le mouvement est uniforme, donc ||7]] = est. Or ||@]| = R|f|. Donc 6 = cst. Donc 6 = 0.

On a donc | @ = —RO%¢,.

; T o il
3-0Ona e ||7|| = R|6|, donc |#| = ~—= et donc 62 = )
n a vu que ||7]] = R[], donc || = T n 72
~112 ~112
On a donc @ = —RH?E, = —RH;;! €, soit | @ = —%é}.

Exercice C4 — Pendule simple

On considére un pendule dont toute la masse m est localisée au point M. Le fil reliant O & M est supposé inextensible et
de masse négligeable. On note L sa longueur. On néglige tout frottement. On se place dans le référentiel terrestre supposé
galiléen. Le champ de pesanteur est § = g€, avec z axe vers le bas et g = 9,81 m/s? constante.

R

1 - Exprimer le vecteur position OM en coordonnées polaires. Faire de méme

pour la vitesse et I’accélération du point M.
2 - Faire un bilan des forces. A I’aide du PFD, en déduire une équation diffé- >

. . X

rentielle portant sur 6(¢) uniquement. )
3 - Faire une hypothése qui permet de résoudre simplement cette équation. . 0\ [

La résoudre. On supposera qu'a t = 0 le pendule est en 6 = 0 et qu’on lui g

communique une vitesse angulaire 6.

M

4 - Que vaut la période des oscillations pour une masse de 1,0kg et un fil de 2y

longueur 1,0m?
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Remarque : le résultat de la derniére question n’est pas un hasard, mais une conséquence de la définition historique du
meétre.

Correction
1-|0M =ré, = Lé,.
En dérivant : m L
En dérivant : @ = LOéy — LO2E,.

o 60 \ L
2 - Bilan des forces : g i

<y

— Tension du fil T = —T €. M
- e
— Poids : P =mg = mg(cosfé&, —sinfé&y). : 0
V4 AN
PFD sur la masse M : i Er
mi =T+ P, soit m(Licy — LO?E,) = —T&, + mg(cos0 &, — sin ). Y mgy

On ne connait pas T, donc on projette sur €. Il reste alors :

mLf = —mgsinf, soit 6+ %sin@ = 0.

3 - On suppose que les oscillations sont de faible amplitude : 8(t) < 1rad. On a alors sinf ~ . L’équation devient :

é—f—%G:O, soit é-i-wg@:() avec wo =

=5

Equation de type oscillateur harmonique. Solution particuliére nulle, donc solution générale = solution de I’équation
homogeéne :
0(t) = Acoswot + B sinwyt.
Avec 6(0) = 0 on obtient A = 0.
Avec 9(0) = 6 on obtient wyB = 6y, donc B = éo/wo.

0
Finalement : [0(t) = — sinwyt.
wo

2 1
4 - Période T = =& = 27, /= = 2,006 5
g

wo

Cours

I — Coordonnées polaires
1 — Description des coordonnées

a/ Rappel sur les coordonnées cartésiennes dans un plan
-y . .
— point M repéré par ses coordonnées x et y, ~ position OM = z€; +yéy,
~ ~ — vitesse ¥ = &€y + Y€y,
— vecteurs de la base €, et €, L LT
— accélération @ = &€, + §jéy.
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b/ Coordonnées polaires

Les coordonnées polaires permettent de repé-

rer un mouvement dans un plan, et sont appro- YA
priées dans le cas de mouvements circulaires, el-
liptiques, etc. XM,
) - 2
Repérage et définitions : % r
. M3
» Un point M est repéré par deux coordon- r M
nées : la distance r et angle 6.
z
On a OM = r, et 6 est 'angle entre OM @ [ -
et I'axe des z. O T
> r>0ectfec|02n]
. . M. X%
» Au point M on construit un repére ortho- 4

normé direct €., €p.

Attention : La base €., €y est une base locale, elle varie en fonction du point M.
Ces deux vecteurs ne sont donc pas constants.
En revanche ils sont bien de norme 1, sont orthogonaux entre eux et forment une base directe.

~»1 Compléter le schéma ci-dessus en faisant apparaitre, pour chaque point M, les vecteurs €. et €y, la distance r et
I’angle 6.

~>9 Quelle est 'expression du vecteur position OM en fonction des coordonnées polaires et des vecteurs de la base polaire ?

—
OM = re,
Pour réviser tout ceci : EC1.
2 — Vecteurs position, vitesse et accélération
,_[ Dérivée des vecteurs de la base ]
de.
= 0é,
dt 65
déey -
E = 067";

Il faut connaitre par cceur ce résultat.

~+3 Démonstration : (& faire sur feuille) a/ Exprimer €, et & dans la base cartésienne. b/ Dériver par rapport au temps.

~+4 A partir de 13, il faut étre capable de trouver les expressions de ¥ et de d@. Pour voir comment, faire PEC2. Les résultats
sont dans ’encadré qui suit.

| Bilan en coordonnées polaires ]

J

2|
I

U =reé, + réey

@ = (¥ —r62)&, + (270 + )&y

J

. oS . . N . . . YV R ,
(les expressions de ¥ et @ ne sont pas & connaitre par coeur, mais a retrouver rapidement a partir de OM = ré,. que 'on
dérive, comme dans 'EC2)

Remarque : on peut utiliser la notation v = v, €, + vg €y, avec v, la composante de ¥ selon €, et vy la composante selon €.
On a donc ici v, = 7 et vg = r6.

De méme pour @ = a,€, + ag€p.
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3 — Déplacement élémentaire

On considére un instant ¢, et un instant ¢ 4+ d¢ trés proche (dt¢ est une
durée trés courte, dite infinitésimale).

— Instant ¢ : le point M est en M ().

— Instant ¢ + dt : le point M est en M (t + dt).

i = M(O)M(t+ at). M)

La vitesse du point M au temps t (appelée aussi vitesse instantanée) z @

On définit le déplacement élémentaire

est alors :

(t)

di

YA

sY

O

— le calcul du déplacement élémentaire 5 permet d’obtenir 'expression de U. C’est une seconde méthode pour obtenir .

a/ En coordonnées cartésiennes dans un plan

Les coordonnées du point M sont x(t), y(t).

~+5 On suppose d’abord que seule la coordonnée x varie : elle passe de x & x 4+ dz. Que vaut alors d/ ? (faire un schéma)

~+g Puis on suppose que seule la coordonnée y varie : elle passe de y & y + dy. Que vaut alors d/ ? (faire un schéma)

Correction (on a noté M’ le point M a l'instant ¢ + dt) :

Enfin, dans le cas général o les coordonnées varient toutes les deux :
(x,y) devient (z + dz,y 4+ dy); il suffit de sommer les deux vecteurs Ei

trouvés précédemment, : Ei = dz€, + dyé),.

YA

0]

YA

O

On généralise au cas a 3D :

ﬁ = dx€, + dyéy, + dze..

Y

2®
O T

Cette expression en coordonnées cartésiennes est & connaitre par coeur.

Vecteur vitesse
~~7 A partir de 'expression du déplacement élémentaire ci-dessus et de la définition de la vitesse instantanée, retrouver
I’expression de ¥ en coordonnées cartésiennnes.

Mécanique chapitre 2

17:

@ _ dzé, + dye),
dt

T = Ty + YEy
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b/ En coordonnées polaires
C’est le méme principe, mais cette fois les coordonnées du point M sont r(t) et 0(t).
~+g On suppose d’abord que seule la coordonnée r varie : elle passe de r a r + dr. Que vaut alors d! ? (faire un schéma)

~+9 Puis on suppose que seule la coordonnée 6 varie : elle passe de 6 a 6 + df. Que vaut alors dl ? (faire un schéma)

Correction (on a noté M’ le point M a l'instant ¢ + dt) :

YA YA

O x O T
d6 ~ tan dg = @ donc [|df|| = rd6
et 3 est selon €y

~ dl = rdoe,

YA

Enfin, dans le cas général ou les coordonnées varient toutes les deux : (r,0)
devient (r + dr,0 + df); il suffit de sommer les deux vecteurs di trouvés
précédemment.

1o | dl = dré, +rdfé,.

4000
O

Remarque : On voit sur le schéma ci-dessus qu’on aurait pu donner I’expression 3 = dré, + (r + dr)do é.

Mais ceci s’écrit en développant Ef = dré,. + rdf €y + drdf €y, et le terme en drdf est un infiniment petit d’ordre 2, qui
est négligeable devant les autres. On trouve donc bien la méme chose.

Vecteur vitesse
~~11A partir de I'expression du déplacement élémentaire ci-dessus et de la définition de la vitesse instantanée, retrouver
I’expression de ¥ en coordonnées polaires.

dl dré,+rdoé,  dr . df

V= — = =—é +r—e
dt dt e ar
4 — Cas du mouvement circulaire
a/ Définitions
,_I Définitions !
» Mouvement circulaire : mouvement pour lequel la trajectoire décrit un cercle. ]

— Pour étudier ce type de mouvement, il est judicieux de choisir un repére polaire dont le centre O est le centre du cercle.
— La coordonnée radiale r(t) est alors constante, égale au rayon R du cercle : r(t) = R.
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| Vitesse angulaire ]

On définit la vitesse angulaire @ (unité SI : rad/s).

On la note souvent w. On a donc w(t) = T

Remarque : si w = 9 > 0, alors le point M tourne dans le sens direct autour de O (6 croissant) ;
et si w =6 <0, alors le point M tourne dans le sens indirect autour de O (0 décroissant).

,_[ Uniforme ou non uniforme ]

» Mouvement circulaire uniforme : la norme ||7]| du vecteur vitesse est constante.

De fagon équivalente, la vitesse angulaire w est constante.

» Mouvement circulaire non uniforme : la norme du vecteur vitesse peut varier.

b/ Cas uniforme
~~12 Dans le cas du mouvement circulaire uniforme, le vecteur vitesse est-il constant 7 Le vecteur accélération est-il nul 7

- . o L dv o
¥ n’est pas constant (sa norme ’est, mais la direction du vecteur change). Donc @ = T #0.

~13 Etude du mouvement circulaire uniforme : faire PEC3.

— On remarque que le vecteur accélération pointe vers le centre du cercle. Sa norme est proportionnelle & la vitesse au
carré, et inversement proportionnelle au rayon de la trajectoire.

c/ Cas non uniforme

Dans ce cas, la coordonnée r(t) = R reste constante, mais la vitesse angulaire peut varier dans le temps :
w(t)=60#cst donc 6 #0.

~>14 Reprendre 'EC3 mais dans le cas d’'un mouvement circulaire non uniforme. On posera v = Rf. On exprimera le
vecteur accélération en fonction de v et R.
1/ schéma

2/ -
OM = Re,

avec R constant.

5 — Base de Frenet
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,_[ Définition de la base de Frenet ]

Yy = trajectoire
Il s’agit d’une base locale, avec deux vecteurs unitaires (de norme 1). T e

Au point M de la trajectoire :

» le vecteur T est tangent a la trajectoire, dans le sens de ¥; M

» le vecteur N est orthogonal & la trajectoire, orienté vers 'inté-
rieur de la courbe.

N

On a les propriétés suivantes :
prop [9) T
> 0= |0||T
d||v]| = 7% =
> d= I T+ o] N avec R(t) le rayon de courbure de la trajectoire au point considéré (c’est le rayon du

dt R(t)
cercle qui épouse au mieux la trajectoire).

L’expression de @ ci-dessus est admise. On voit qu’elle est identique & celle pour le mouvement circulaire (uniforme ou
non), et elle le généralise en quelque sorte.

| Propriétés cinématiques générales ]
J

» Le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire.

» Si la trajectoire est courbe, alors le vecteur accélération est dirigé du coté de la concavité de la trajectoire.

Il — Coordonnées cylindriques

1 — Description des coordonnées

Les coordonnées cylindriques sont une généralisation a 3D
des coordonnées polaires. Elles étendent ces derniéres a une
troisiéme dimension : la hauteur selon un axe z.

Repérage et définitions :

» Un point M est repéré par trois coordonnées : les dis-
tances r et z, et ’angle 6.

r et 6 ont les mémes roles qu’en coordonnées polaires.
r = HM est la distance a 'axe Oz, et 0 est I’angle entre
HM et I’axe des x.

z est la hauteur du point M par rapport au plan zOy.

Y

T coordonnées cylindriques : 7" @ 2

» r>0,0€[02n], 2 €R.

» Au point M on construit un repére orthonormé direct €., €y, €,.

—
~15 Quelle est I'expression du vecteur position OM en fonction des coordonnées cylindriques et des vecteurs de la base
cylindriques ?

— — —
OM = ﬁ)f + HM, soit donc |OM = ré, + zé,.
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2 — Vecteurs position, vitesse et accélération

,_[ Dérivée des vecteurs de la base ]

de,

at

—

€0, = _067"7

Il faut connaitre par coeur ce résultat.

Démonstration : les vecteurs €, et €y sont les mémes qu’en coordonnées polaires, la démonstration est donc la méme.

~16 A partir de 1a, il faut étre capable de retrouver les expressions de ¥, @. Pour voir comment, faire I’'EC2bis.

| Bilan en coordonnées cylindriques |
J

OM = ré, + ze,
U = 1€, + rey + 2¢,

a= (i —r0%)&, + (270 + rh)éy + €,

. o R . s . . . = R R
(les expressions de ¥ et @ ne sont pas a connaitre par cceur, mais & retrouver rapidement a partir de OM = ré, + zé, que
lon dérive, comme dans ’'EC)
3 — Déplacement élémentaire

Les coordonnées du point M sont r(t), 0(t) et z(t). Le principe est donc le méme que pour les coordonnées polaires, mais
on ajoute en plus une possibilité de modifier la coordonnée z.

— Si la coordonnée r passe de r & r + dr, et la coordonnée 6 passe de 6 a 6 + d6,

alors on a le méme cas qu’en polaires : E? =dre, + rdf éy.

— Puis on suppose que seule la coordonnée z varie : elle passe de z & z + dz.

On a alors : EZ =dzeé,.

— Dans le cas général o les coordonnées varient toutes les trois : (r,0, z) devient (r + dr,0 + df,z + dz) on a : ai =
dr &, + rdf éy + dzé,.

Il — Coordonnées sphériques

1 — Description des coordonnées

Les coordonnées sphériques sont appropriées pour le descrip-
tion d’un probléme possédant certaines symétries sphériques.

» Un point M est repéré par trois coordonnées : la dis-
tance r, et les deux angles 0 et ¢.

Attention : 7, 0, €. et €y ne sont pas les mémes qu’en
coordonnées cylindriques ou polaires.

Y

Ici 7 = OM est la distance a l'origine, 6 est ’angle entre
OM et I'axe Oz, et @ est angle entre OH et I'axe Ox.

coordonnées sphériques

> r>0,0¢c[0,m], pel02n] z

» Au point M on construit un repére orthonormé direct €., €y, €,.

~>17 Quelle est I'expression du vecteur position OM en fonction des coordonnées sphériques et des vecteurs de la base
sphérique ?

—
OM = re,
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2 — Vecteurs position, vitesse et accélération

Dérivée des vecteurs de la base : attention, comme les vecteurs ne sont pas les mémes qu’en coordonnées cylindriques,

déey -
E # —Qer.

Les expressions de ces dérivées étant un peu complexes, on passe plutot par le calcul du déplacement élémentaire.

.oode. s
on n’a pas les résultats précédents. Ainsi, ditT # ey et

—

Remarque : On peut montrer par projections que l'on a : &, = cosfé, + sinf (cospé, +sinpé,), ég = —sinfe, +
cosf (cospéy +sinpey), €, = —sinpe, + cospé,.

3 — Déplacement élémentaire

A partir de Pexpression du déplacement élémentaire et de la définition de la vitesse instantanée, on obtient 1’expression
de ¥ en coordonnées sphériques (pas a connaitre) :

Al dré, +rd0d +rsingdpd, dr . A0 . .dy
-2 - — L 2 i
T a a g ot ety

€y

IV — Application : le pendule simple

Pour finir, nous nous intéressons a un probléme de dynamique (étude d’un mouvement incluant U'influence des forces sur
la trajectoire) qui se traite facilement en coordonnées polaires.

~~1g Faire ’EC4 sur le pendule simple.
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