Fiche méthode
Mathématiques

Formulaire d’analyse vectorielle

| Systémes de coordonnées, volumes, surfaces et déplacements élé-

mentaires

I.1 Deéfinitions*

Yy v
7

coordonnées cartésiennes : T Y 2

x,y,2 €| — 00, +00|

€o

coordonnées cylindriques : " 2

r € [0, +oo]
0 € [0,2m]
z€ ]| — 00, +00]

Remarque : Les coordonnées polaires correspondent aux coordonnées cylindriques, mais dans un plan seulement (coor-

données r et 0, pas de z). C’est un systéme a deux dimensions.

1.2 Surfaces infinitésimales

4
. surface dS=dxdz
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oy REMIT !
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surface dS= rd0dz

Remarque : C’est bien, a chaque fois, homogéne & une surface.

1.3 Volume infinitésimal

_-volume dV=dxdydz

T

volume dV=7dOxdrxdz

Expression du volume infinitésimal, selon les coordonnées utilisées :
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e Cartésiennes™ : dV = dxdydz.
e Cylindriques : dV = rdrdfdz.
e Sphériques : dV = r?sin 6 dr dfdp.

Remarque : C’est bien, a chaque fois, homogéne & un volume. On remarque aussi que dV est donné par le produit des
composantes du vecteur di (cf ci-dessous).

I.4 Vecteur déplacement infinitésimal

Expression du vecteur déplacement infinitésimal, selon les coordonnées utilisées :

e Cartésiennes™ : EZ =dzxe, +dye, +dze..
e Cylindriques : 3 =dré, +rdbéy +dzée,.
e Sphériques : Ei =dré, +rdfég +rsinfdepeé,.

La méme chose avec possibilité de faire bouger la figure, et d’afficher ’élément de surface et de volume :
http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Cinematique/index.php.

Remarque :
e pour obtenir I’élément de volume, il faut multiplier les trois composantes du vecteur EZ;

e pour obtenir I’élément de surface dS dont la normale est 'un des trois vecteurs de la base, il faut multiplier les
deux autres composantes de Ef

Il Champs scalaire et vectoriel, intégrales

I1.1 Deéfinitions*

e Un champ scalaire est une fonction qui, & tout point M de I’espace, associe un nombre.
Mathématiquement, c’est donc une fonction f:R3 — R.
Exemples : le potentiel électrostatique V' (M), la pression p(M), Uindice optique n(M), sont des champs
scalaires.

e Un champ vectoriel est une fonction qui, a tout point M de ’espace, associe un vecteur.
Mathématiquement, c’est donc une fonction A : R® — R3.

Exemples : le champ électrique E (M), le champ magnétique B (M), la champ des vitesses 7(M), sont des
champs vectoriels.
II.2 Variation infinitésimale*
Pour une fonction d’une seule variable on connait™ :
flx+dz) = f(z) +df
| f(a+da) = f() + f'(x) da |

Pour un champ scalaire (donc a trois variables), ceci devient* :

fx+dz,y+dy,z +dz) = f(z,y,2) +df

§ 0F 4 010
f(x+dgj,y+dy,z+d2)7f(xayvz)+ or dz + 8y dy + 0z dz

(et il existe des expressions similaires en coordonnées cylindriques ou sphériques)

Cette derniére expression indique comment évolue f(x,y, z) si on I’évalue un peu plus loin, plus précisément en
un point décalé du vecteur 3 = dz €, + dy €y + dz €, par rapport au point (z,y, 2).

Si on utilise la définition du gradient en coordonnées cartésiennes, on voit qu’'on a :

of

arad fodl = Lapy 9y 9, _ay
ox 0z

dy

Fiche méthode 2/7 Pierre de Coubertin | TSI2 | 2018-2019


http://www.sciences.univ-nantes.fr/sites/genevieve_tulloue/Meca/Cinematique/index.php

On en déduit le théoréme reliant gradient et variation infinitésimale* :

Conséquences :

df = grad f - i

e On a
A

[ st -

/ df = f(B) - f(A
A

).

s
e Sidf > 0, c’est que grad f et Ei sont plutot dans le méme sens : le gradient pointe vers les zones ou f

augmente.

—
e Sidf = 0, cest que grad f et 3 sont perpendiculaires : le gradient est perpendiculaire aux surfaces

f = cst.

I1.3 Intégrales sur un volume, une surface, un contour®

Ici, f désigne un champ scalaire quelconque et A un champ vectoriel quelconque.

Sur un contour ou chemin

Notation

Ce que c’est

Variantes et remarques

Exemples cette année

intégrale de la quantité f(M) le
long d’un chemin ou contour C
rejoignant les points A et B.

@ f(M)dl : méme chose
c

mais le contour est fermé (il
boucle sur lui-méme).

Attention, il faut préciser dans

quel sens parcourir le contour.

chemin optique
(AB) = [} (e, n(M)dl

longueur d’une courbe
Lap = [{ )l

intégrale de la quantité A(M) le
long d’un chemin ou contour C
rejoignant les points By et Bs.

A étant un champ vectorielL on
parle de la circulation de A le
long du contour C.

%ff(M) .l : méme chose

mais le contour est fermé.
Attention, il faut préciser dans
quel sens parcourir le contour.

circulation du champ
électrique
B =

C= [P Eon-al
circulation du champ
magnétique (th. d’Ampére)
B =
B ey By di

travail d’une force ff(c) F.dl

Sur une surface

Notation

Ce que c’est

Variantes et remarques

Exemples cette année

intégrale de la quantité f(M)
sur la surface S.

ll'; f(M)dS : méme chose

S
mais la surface est fermée.

Expression de la surface :

§=[lsds

intégrale de la quantité f(M)
sur la surface S.

(ﬁ = dS7i avec 71 le vecteur
normal & la surface.

Attention, la surface S est
orientée : il faut indiquer ou est la
normale extérieure.

idem

Expression de la résultante
des forces de pression :

F:ff.spCﬁ

//Sg.c@

intégrale de A -dS sur la surface
S.
1l s’agit du flux du champ de
vecteur A a travers la surface S.

c@ = dS7i avec 71 le vecteur
normal a la surface.

Attention, la surface S est
orientée : il faut indiquer ou est la
normale extérieure.

.
A- (ﬁ : méme chose mais

S
la surface est fermée.

Normale sortante par
convention

Flux de E dans le thégré e
de Gauss : 5 = ffc E -d

Débit volumique
D, = [[s7-d8

Débit massique
Dy = [[spv-d

Flux thermique
Pin = [[gJth - s
Intensité I = ff$; as
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Sur un volume

Notation Ce que c’est Variantes et remarques Exemples cette année

Expression du volume :

V= dv
F(M) AV intégrale de la quantité f(M) W
v sur le volume V. Masse totale M = [[f,, pdV

Charge totale Q = [[f,, pdV/

II.4 Théorémes de Stokes et d’Ostrogradski z|

e Théoréme de Stokes-Ampére : y§ A- Ei = // (r—o_% /_f) . (ﬁ
c s

Ici A est un champ vectoriel quelconque. C est un contour fermé orienté. S est une
surface qui s’appuie sur le contour C, orientée dans le sens direct par rapport a C
(régle de la main droite).

e Théoréme d’Ostrogradski : # A.a%= /// (divA)dV
5 %

Ici A est un champ vectoriel quelconque. S est la surface fermée qui entoure le

volume V), et sa normale est sortante.

Remarque :

e On a également le théoréme du gradient, qui sert par exemple & démontrer
la formule d’Archimeéde : dans la méme situation que pour Ostrogradski, on

a #Sfﬁzﬂ<@f>dv

Il Opérateurs rotationnel, divergence, gradient, laplacien

III.1 Expression des opérateurs en coordonnées cartésiennes*
(tout le contenu de cette partie : & connaitre ou & savoir retrouver rapidement)

f(x,y,2) est un champ scalaire quelconque. /T(x,y,z) est un champ vectoriel quelconque. Pour alléger les
notations des dérivées partielles, on ne note pas les variables qui sont gardées fixées, mais elles sont sous-
entendues.

Az
On note les vecteurs avec la notation A = Ay =Az e, +A ey +A€E,

A,

0

or
0

Ay
0

0z
retrouver les formules des différents opérateurs en coordonnées cartésiennes (mais pas forcément pour les autres

systémes de coordonnées).

On introduit le “vecteur” nabla : V = . Ce n’est pas vraiment un vecteur. C’est un moyen pratique de
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Opérateur

Remarque

Expression en coordonnées

Comment le retrouver avec nabla

importante

cartésiennes

‘appli N of 0 of
s’applique a e il ZJ
Gradient un scalaire g? %95 gfc
= Vi =5 = |35
gr?)i f retourne un Ay oy Ay
vecteur g ﬁ 3_f
0z 0z 0z
s’applique a 62
Divergence un vecteur T 1A,
04, 0A, O0A, o o ﬁ _ 0A,  0A, 04,
. 9 + 9 + P V-A = Ay, = + +
div A retourne un X Y z dy A ox Oy = 0z
scalaire 9 =
0z
s’applique a 38142 — % 9 58Az - %
Rotationnel un vecteur j Z 8833 A, j j
— 04, 94, VAA = | = A |4, = 04; _ 04
rot A retourne un 0z Oz dy A 0z ox
vecteur 04, 0A; a # 94, 0A,
or y 0z ox Jdy
. 2
Lapl;:;xmen s’applique a i
scalaire un scalaire D2F 0 0%f %37 o2 52 52
S 7 T 20 _ || & - (2 42 Y
Af_:> retourne un 9z~ dy* ~ 02° vii= Jy / <8x2 Oy? + 6z2> /
div (grad f) scalaire K
0z
appliaue 3 PA, n P A, n P A,
. S‘applique a 2 2 2 .
\}éii)é?fellen un vecteur AA, 82x 82y 22 Rq : on trouve parfois la notation AA, qui insiste
AA, = o4, o4, 04, sur le fait que le laplacien vectoriel retourne un
AA retourne un AA dx? oy? 022 vecteur.
vecteur z 0%A, 0%A, O0%A,
Oz2 0y? 022

I11.2 Identités entre opérateurs

On a les identités suivantes (ne sont pas & mémoriser) :
o 1ot (5{ /_1') = —AA+ grag <div /_1')
o ot (grag f) =0, div (Hﬁ) =0

(moyen mnémotechnique pour les deux derniéres : elles s’écrivent, avec nabla : VA (6 f), or “VAV = 6”,

et V- (VAA), or“V L (VA A).

ITI.3 Théoréme de Schwartz :

permutation des dérivées partielles™

Si la fonction f est assez réguliére (ce qui est le cas en physique), on on peut échanger 'ordre des dérivées
partielles, par exemple

Fiche méthode
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Ou encore

0% f B 0% f
oxdt  otdr’

Comme les différents opérateurs font agir des dérivées partielles, on a aussi des égalités du type :
o /.. . (04 0 (— » — (04 o — of
En (le A) =div <8t> v (rot A) = rot <3t> -y (grad f) = grad (3t) , etc.

II1.4 Développement de produits

On a les identités suivantes (ne sont pas & mémoriser) :

odiv(/f/\g):g-rotff E

A-r

e grad(fg) = feradg + ggrad f
o div(fA) = fdivA+ (_éf)
e Ftc...

III.5 Expressions en coordonnées cylindriques et sphériques
(ne sont pas & mémoriser)
Coordonnées cylindriques (f champ scalaire, A= A& + Apép + A€, champ vectoriel) :
ﬁ 0 f s 1 of s of .
o gra f - 9. @ 0+ 67 €z
1 (’)(TAT) 104y  0A,

.leA:; or r 00 + 0z

oo [10A. 0Ay\ . (0A, OA.\ . 1 [0(rAs) 0A,\ .

‘“’“‘—(r 20 m)“(az‘ ar>€9+r( or o0 )~
of 10%f 0°f

©Af= T8r<8r>+r2802 822

Coordonnées sphériques (f champ scalaire, A= A8 + Agéy + A€, champ vectoriel) :

_af_, 18f_, 1 of
* g—éf AT ot rsinf Op Ce

. 1 9(r?A,) 1 O(sinf Ap) 1 0A
divAd = — £
s r2  Or + 7 8in 6 00 rsinf dyp
— o 1 d(sinfA,) 0Ap\ . 1 1 0A, 0(rAy)\ . 1 [/0(rdy) O0A.\
A= w, . - _ ® - _
* rot rsind ( 00 Op > ‘ (sin9 Op or ot r or a0 ) v
10 [ ,0f 1 0 /.  0f 1 0%
A = — — —_— 9 —_— -
« &f r2 Or ( 87‘) * r2sin 6 00 <sm 89) * r2 sin? § 0>
Remarque : En coordonnées cylindriques ou sphériques, si f = f(r) ne dépend que de 7, on a simplement
dr
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IV Exercices

Donner les expressions des opérateurs demandés dans chacun des cas ci-dessous. Il faut & chaque fois choisir un
systéme de coordonnées. S’aider du formulaire lorsqu’il s’agit des coordonnées cylindriques ou sphériques. Pour
les coordonnées cartésiennes, il faut y parvenir sans s’aider de la fiche.

o E

Ey €, : divergence, rotationnel, laplacien vectoriel !.
e E = Eyé, (coordonnées sphériques) : divergence 2, rotationnel 3.

ol _ ) o . . .
5 » (coordonnées cylindriques) : divergence #, rotationnel .
wr

[ ]
ool
-

o f(x,y,2) = 2%+ xy + y? : gradient 5, laplacien scalaire ”.

1. Tous nuls car E est uniforme (le méme dans tout 'espace).
2. Attention, bien que Ej soit constant, le vecteur E ne est pas car la direction de €, dépend du point ou l'on se place. Il faut
1 8(r®E,) 1 d(r?Ep) _ 2Eo
2 or T2 dr T
3. Nul car on voit dans I’expression du rotationnel en coordonnées sphériques qu’il n’y a aucun terme en

utiliser les formules : on a B = Er€éy, donc divE =

-
: tous les termes

-
sont donc nuls.

- 1 . 1 0B,
4. On a B = By(r)ép avec By = gi, donc div B = 7—; = 0 car By ne dépend pas de 6.
r r
I
. . 10(rB 19 8‘ x hol) -
5. On a B = By(r)éy, donc ot B = 7M€Z = 7ié’z =0.
af af %f or r or
6. On a 3 =2z +uy, B0 =z + 2y, B2 = 0. Donc grad f = (2z + y) €z + (2y + ) €y.
T y z
of - X *f . of - X > f
7. D’abord : —— = 2z 4y et (en dérivant & nouveau) —= = 2. Ensuite —— = 2y + z et (en dérivant & nouveau) —= = 2. Enfin
oz Ox2 Oy Oy?
o%f . s s
592 = 0. Le laplacien est la somme des trois dérivées secondes : Af = 4.
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